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PRATARMĖ 


Skaičių kalba, kaip ir kiekviena kalba, turi savo abėcėlę. Tos 
skaičių kalbos, kuria dabar „kalba“ beveik visas pasaulis, abėcė- 
le — dešimt skaitmenų, nuo 0 iki 9. Si kalba vadinama deSimtai- 
ne skaičiavimo sistema. Tačiau ne visais laikais ir ne visur zmo- 
nės vartojo dešimtainę skaičiavimo sistemą. Matematiniu požiūriu 
ji nėra pranašesnė už kitas skaičiavimo sistemas, ir jos paplitimą 
lėmė ne bendri matematikos dėsniai, o visai kitokios priežastys. 

Dabar rimtomis dešimtainės sistemos konkurentėmis tapo dve- 
jetainé ir iš dalies trejetainė sistemos, пез joms teikia pirmenybę 
šiuolaikinės skaičiavimo mašinos. 

Šioje knygelėje pasakojama apie įvairių sistemų atsiradimo 
istoriją, jų ypatybes ir vartojimą. Jai suprasti užtenka matemati- 
kos žinių, įgytų mokykloje. 


1. APIE APVALIUS IR NEAPVALIUS 
SKAIČIUS 


„Iš namo išėjo maždaug 49 metų žmogus; paėjęs “gatve apie 
196 metrus, jis įėjo į parduotuvę, nusipirko du septynetus kiau- 
šinių ir nuėjo toliau...“ Keistokas aprašymas, tiesa? Kai apytiks- 
liai vertiname kokį nors dydį — žmogaus amžių, atstumą ir pan., 
visada vartojame „apvalius“ skaičius ir paprastai sakome „apie 
200 metrų“, „maždaug 50 metų žmogus“ ir pan. Operuoti apva- 
liais skaičiais žymiai paprasčiau: lengviau juos įsiminti, patogiau 
atlikti aritmetinius veiksmus. Pavyzdžiui, visai nesunku mintinai 
padauginti 100 iš 200, o du „neapvalius“ triženklius skaičius, tar- 
kim, 147 ir 343, toli gražu ne kiekvienas sudaugins be pieštuko ir 
popieriaus. 

Kalbėdami apie apvalius skaičius, net nepagalvojame, kad skai- 
čių skirstymas į apvalius ir neapvalius iš esmės yra sąlyginis. 
Vienas ir tas pats skaičius gali būti apvalus arba neapvalus, žiū- 
rint kokioje skaičiavimo sistemoje jis užrašytas. Nagrinėkime įp- 
rastą dešimtainę skaičiavimo sistemą. Šioje sistemoje kiekvienas 
teigiamas sveikasis skaičius yra vienetų, dešimčių, šimtų ir t. t. 
suma, t. y. suma skaičiaus 10' įvairių laipsnių su koeficientais, 
įgyjančiais sveikąsias reikšmes nuo 0 iki 9 imtinai. Pavyzdžiui, 
skaičius 2548 yra 8 vienetų, 4 dešimčių, 5 šimtų ir 2 tūkstančių 
suma, t. y. 


2°10°+5:107+4.104 8: 100. 


Taigi 2548 — sutrumpintas šios išraiškos užrašas. Taip pat sėk- 
mingai bet kurį skaičių galima užrašyti ne 10, o kokio nors kito 
sveikojo skaičiaus (išskyrus 1) laipsnių kombinacija, pavyzdžiui, 
skaičiaus 7. Šioje sistemoje, vadinamoje ,,septynetaine skaičia- 
vimo sistema“ arba „skaičiavimo sistema pagrindu 7“, įprastu bū- 
du skaičiuotume nuo 0 iki 6, o skaičius 7 būtų aukštesniojo sky- 
riaus vienetas. Skaičių 7 naujoje sistemoje žymėsime simboliu 10 
(antrojo skyriaus vienetas). Kad nepainiotume šio simbolio su de- 
šimtainiu skaičiumi 10, prirašysime indeksą 7, t. y. vietoj skai- 
čiaus 7 rašysime (10), Kitų skyrių vienetai turetų būti skaičiai 
72, Bir t. t. 
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Bet kurį sveikąjį skaičių galima sudaryti iš skaičiaus 7 laips- 
nių, t. y. išreikšti šitaip: 


а ара TTI... та" 7445; 


čia kiekvienas koeficientas 40, 44, ..., аһ gali įgyti bet kurią svei- 
kąją reikšmę nuo 0 iki 6. Kaip ir dešimtainėje sistemoje pagrindo 
laipsnius galima praleisti ir skaičių užrašyti šitaip: 


(а,а,-1...414);. 


Indeksas 7 rodo, kad vartojamos skaičiavimo sistemos pagrin- 
das — skaičius 7. 
Išnagrinėkime pavyzdį. Dešimtainį skaičių 2548 galime užra- 
šyti šitaip: 
1.74+0:72+ 3:72 +0-7-+-0, 


arba, kaip susitarėme, (103008) ;. Taigi 
(2548); = (10300),. 


Atkreipkime dėmesį į tai, kad septynetainėje sistemoje apva- 
lūs bus visai ne tie skaičiai kaip dešimtainėje sistemoje. Pavyz- 
džiui, 


(147) = (300), 
(343) = (1000); 
(nes 147--3.72 и 343==75); tuo tarpu 


(100), = (202),. 
(500) = (1313): 


ir t. t. Todėl septynetainėje sistemoje mintinai padauginti (147) 
iš (343) 10 žymiai lengviau пери (100) 19 iš (200) 1. Jeigu vartotu- 
me septynetainę sistemą, tai, be abejo, 49 metų (o ne 50) amžių 
suvoktume kaip „apvalią datą“ ir švęstume jubiliejų. Nustatyda- 
mi atstumą iš akies, sakytume „apie 98 metrus“ arba „maždaug 
196 metrai“: (nes (98),0= (200); іг (196) в = (400); — apvalūs 
skaičiai septynetainėje sistemoje), daiktus skaičiuotume septyne- 
tais, о ne dešimtimis, ir t. t. Kitaip sakant, jeigu septynetatne sis- 
tema būtų visų priimta, tai sakinys paragrafo pradžioje nieko ne- 
stebintų. 

Tačiau septynetaine sistema menkai teyartojama; ji negali 
konkuruoti su visur paplitusia dešimtaine sistema. Kodėl gi? 


2 DESIMTAINES SKAICIAVIMO SISTEMOS 
ATSIRADIMAS 


Kodėl būtent skaičiui 10 teko toks svarbus vaidmuo? Žmogus, 
menkai tesidomintis tais dalykais, tikriausiai atsakytų taip: 10 — 
apvalus skaičius, iš jo lengva dauginti bet kurį skaičių, patogu 
skaičiuoti dešimtimis, šimtais ir t. t. Tačiau jau išsiaiškinome, kad 
skaičius 10 todėl ir apvalus, kad jis yra skaičiavimo sistemos 
pagrindas. Užrašius jį bet kurioje kitoje skaičiavimo sistemoje, 
tarkim, septynetainėje (kur 10 užrašomas (13);), jo „аруаитаз“ 
kaipmat išnyksta. 

Dešimtainė skaičiavimo sistema paplito visai ne dėl matema- 
tinio pobūdžio priežasčių. Dešimt rankos pirštų — štai pirmoji skai- 
čiavimo priemonė, kurią žmogus vartojo dar priešistoriniais lai- 
kais. Pirštais patogu skaičiuoti nuo vieno iki dešimt. Suskaičia- 
vus iki dešimties, t. y. išnaudojus visas šio „skaičiavimo aparato“ 
galimybes, natūralu skaičių 10 laikyti nauju, žymiai didesniu vie- 
netu (antrojo skyriaus). Dešimt dešimčių sudaro trečiojo skyriaus 
vienetą ir t. t. Būtent skaičiavimas pirštais ir buvo pradžia tos 
sistemos, kuri dabar mums atrodo savaime suprantama. 


3. KITOS SKAIČIAVIMO SISTEMOS IR JŲ 
ATSIRADIMAS 


Dešimtainė skaičiavimo sistema įsigalėjo toli gražu ne iš kar- 
to. Daugelis tautų įvairiais istorijos periodais vartojo ir kitokias 
skaičiavimo sistemas. 

Gana paplitusi buvo, pavyzdžiui, dvyliktainė sistema. Jos at- 
siradimas taip pat siejamas su skaičiavimu pirštais. Keturi rankos 
pirštai (išskyrus nykštį) turi 12 pirštikaulių 
(1 pav.). Liečiant nykščiu kiekvieną pirštikaulį 
paeiliui, suskaičiuojama nuo 1 iki 12. Po to 
12 tampa aukštesniojo skyriaus vienetu ir t. t. 
Šnekamojoje kalboje dar ir dabar populiari dvy- 
liktainė sistema: vietoje „dvylikos“ dažnai sa- 
koma „tuzinas“. Dauguma daiktų (peiliai, šaku- 
tės, lėkštės, nosinės ir kt.) skaičiuojama tuzi- 
nais, o ne dešimtimis. (Prisiminkite, pavyzdžiui, 
kad servizas paprastai būna 12 arba 6 asmenims 
ir retai 10 arba 5). Dabar labai nedažnas žodis 
„grosas“ reiškia „tuziną tuzinų“ (t. y. trečiojo 
skyriaus vienetą dvyliktainėje sistemoje). Prieš 
keletą dešimtmečių jis buvo paplitęs, ypač pre- 


kyboje. Tuziną grosų vadino „тазе“, tačiau dabar tokia šio žodžio 
reikšmė mažai kam težinoma*, 

Dvyliktainės skaičiavimo sistemos liekanų yra anglų matų 
(1 реда--12 colių) ir pinigų (1 šilingas=— 12 pensų) sistemose. 

Atkreipsime dėmesį į tai, kad dvyliktainė sistema matematiniu 
požiūriu šiek tiek pranašesnė už dešimtainę, nes skaičius 12 dali- 
jasi iš 2, 3, 4 ir 6, o skaičius 10 — tik iš 2 ir 5. Sistema, kurios 
pagrindas turi daugiau daliklių, žymiai patogesnė. Apie tai pla- 
čiau kalbėsime 7 paragraie, nagrinėdami dalumo požymius. 

Senovės Babilonijoje, kur klestėjo kultūra ir mokslas, vartota 
gana sudėtinga šešiasdešimtainė skaičiavimo sistema. Kaipgi at- 
sirado ši sistema? Istorikų nuomonės skiriasi. Viena iš hipotezių, 
beje, nelabai tikėtina, tokia. Susiliejo dvi gentys. Viena jų vartojo 
šešetainę skaičiavimo sistemą, kita — dešimtainę. Kaip savotiškas 
kompromisas tarp tų dviejų sistemų ir atsirado šešiasdešimtainė 
skaičiavimo sistema. Kita hipotezė aiškina: babiloniečių metų truk- 
mė — 360 parų, ir tai siejasi su skaičiumi 60. Tačiau ir ši prielai- 
da nėra pagrįsta: senovės babiloniečiai pakankamai gerai išmanė 
astronomiją, todėl paklaida, padaryta. skaičiuojant metų trukmę, 
turėjo būti žymiai mažesnė negu 5 раго5. Nors ir menkos mūsų 
žinios apie šešiasdešimtainės sistemos kilmę, aišku viena: tokia 
skaičiavimo sistema tikrai buvo paplitusi senovės Babilonijoje. 
Ir dabar ši sistema dar vartojama laiką bei kampus matuojant mi- 
nutėmis ir sekundėmis (pavyzdžiui, valanda dalijama į 60 minu- 
čių, minutė — į 60 sekundžių; laipsnis lygus 60 minučių, 1 mi- 
nutė — 60 sekundžių). Šešiasdešimtainė sistema gremėzdiška ir ne 
tokia patogi kaip dešimtainė jau vien todėl, kad skaičiams rašyti 
toje sistemoje reikia šešiasdešimties skirtingų „skaitmenų“. 

Kaip tvirtina žinomas Airikos tyrinėtojas H. Stenlis, kai kurio- 
se Afrikos gentyse buvo paplitusi penketainė skaičiavimo sistema. 
Tos sistemos ryšys su Žmogaus plaštaka — pirmine „skaičiavimo 
mašina“ — pakankamai ryškus. 

Daugelį šimtmečių Amerikos žemyne klestėjusios actekų ir majų 
tautos (jų kultūrą 16—17 a. beveik sunaikino ispanų užkariauto- 
jai) vartojo dvidešimtainę skaičiavimo sistemą. Dvidešimtaine sis- 
tema naudojosi ir keltai, gyvenę Vakarų Europoje | tūkstantme- 
tyje p. m. e. Kai kurie keltų dvidešimtainės sistemos požymiai iš- 
likę prancūzų kalboje (pavyzdžiui, ;,aStuoniasdeSimt* prancūziš- 
kai quatre-vingts, t. y. pažodžiui „keturiskart dvidešimt“) ir pini- 

* Galbūt iš- šio žodžio yra kilę posakiai „masė darbų“, „masė žmonių“ 
ir kt. (palyginkite „tūkstantis darbų“ ir kt.). 
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gu sistemoje (pagrindinis piniginis vienetas — frankas lygus 
20 su*). 

Minėtosios skaičiavimo sistemos (dvyliktainė, penketainė, še- 
šiasdešimtainė ir dvidešimtainė) kartu su dešimtaine turėjo dide- 
lę įtaką žmonijos kultūros raidai. Visos jos, išskyrus šešiasdešim- 
tainę, yra „anatominės“ kilmės, t. y. vienokiu ar kitokiu būdu su- 
sijusios su skaičiavimu rankų pirštais (arba ir rankų, ir kojų). 

Kaip matyti iš pateiktų pavyzdžių (o jų galima pririnkti ir 
daugiau), daugelio tautų kalboje, pinigų ir matų sistemose dar iki 
šiol ryškūs minėtųjų skaičiavimo sistemų pėdsakai. Tačiau skai- 
čiams užrašyti ir vienokiems ar kitokiems skaičiavimams atlikti 
vartojama dešimtainė sistema. 


4. POZICINĖS IR NEPOZICINĖS 
SISTEMOS 


Visos minėtosios skaičiavimo sistemos sudarytos vienu bendru 
principu. Imamas koks nors skaičius ‘р — skaičiavimo sistemos 
pagrindas, ir kiekvienas skaičius N išreiškiamas to skaičiaus laips- 
nių su koeficientais, įgyjančiais reikšmes nuo 0 iki p—1i, kombina- 
cija, t. у. 


ax’ P" + ag- p+ PENET +4’ P tao. 
Skaičius Л sutrumpintai užrašomas šitaip: 
(ака, 1... 2 до), 


Са kiekvieno skaitmens reikšmė priklauso nuo vietos, kurią jis 
užima. Pavyzdžiui, skaičiuje 222 dvejetas užrašytas tris kartus: 
pirmasis iš dešinės reiškia du vienetus, antrasis — dvi dešimtis, 
t. y. dvidešimt, o trečiasis — du šimtus. Turima omenyje dešim- 
tainė sistema. Jeigu vartotume kokią nors kitą sistemą, tarkim, 
pagrindu p, tai tie dvejetai reikštų atitinkamai 2, 2p ir 2р2. Tokiu 
būdu sudarytos skaičiavimo sistemos vadinamos pozicinėmis. 
Yra ir kitokių skaičiavimo sistemų — nepozicinių; jos sudary- 
tos kitu principu. Tokia yra ir romėniškoji skaičiavimo sistema. 
Pagrindiniai simboliai — vienetas I, penki V, dešimt X, penkiasde- 
šimt L, šimtas C ir t. t. Kiekvienas skaičius išreiškiamas tam tikra 


* Su — Prancūzijos 5 santimų monetos neoficialus pavadinimas 1799— 
1947 m.— Liet. red. past. 
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tų simbolių kombinacija. Pavyzdžiui, skaičius 88 užrašomas ši- 
taip: 
| ХХХУШ. | 


Kiekvieno simbolio prasmė nepriklauso nuo jo vietos užraše. Stai 
skaitmuo X užrašytas tris kartus, ir kiekvieną kartą jis reiškia tą 
patį — dešimt vienetų. 

Romėniškieji skaitmenys dar nepamiršti, pavyzdžiui, jais Žy- 
mimos valandos laikrodžio ciferblate, tačiau matematikoje nevar- 
tojami. Pozicinės sistemos patogios tuo, kad dideliems skaičiams 
užrašyti tereikia kelių simbolių. Dar vienas svarbus pozicinių sis- 
temų pranašumas — lengva ir paprasta atlikti aritmetinius veiks- 
mus. (Pamėginkite sudauginti du triženklius skaičius, užrašytus 
romėniškaisiais skaitmenimis!) 

Toliau kalbėsime tik apie pozicines skaičiavimo sistemas. 


5. ARITMETINIAI VEIKSMAI ĮVAIRIOSE 
SKAIČIAVIMO SISTEMOSE 


Dešimtainėje skaičiavimo sistemoje skaičius dedame ir daugi- 
name „stulpeliu“, o dalijame „kampu“. Toks skaičiavimo būdas 
tinka ir skaičiams, užrašytiems bet kurioje kitoje pozicinėje sis- 
temoje. 

Nagrinėsime sudėtį. Kaip ir dešimtainėje, taip ir bet kurioje 
kitoje sistemoje pirmiausia sudedami vienetai, po to aukštesniojo 
skyriaus vienetai ir t. t. iki paskutinio aukščiausiojo skyriaus. Jei- 
gu kurio nors skyriaus vienetų suma didesnė už sistemos pagrin- 
dą arba lygi jam, tai reiškia, kad gautas aukštesniojo skyriaus 
vienetas ir jį reikia perkelti į sekantį skyrių. Pavyzdžiui, 


1), (23651)s 2) (423), 


+ (17043), + (1341), 
(42714), (521), 
(3125), 


Dabar nagrinėkime daugybą. Kad būtų aiškiau, pasirinkime 
konkrečią skaičiavimo sistemą, pavyzdžiui, šešetainę. Bet kurie 
skaičiai dauginami naudojantis daugybos lentele; joje nurodytos 
mažesnių už sistemos pagrindą skaičių sandaugos. SeSetainés 
sistemos daugybos lentelė šitokia: 


2. S. Fominas 9 


| 
‚| of | 4| 1 12 | 14 
зо | з | 10 13 ЗЕ 
о 4 2 w| | з 
sj oj sju 23 2 |a 


Lentelėje dauginamieji skaičiai — tai eilučių ir stulpelių numeriai, 
o jų sandaugos įrašytos langeliuose, kur susikerta atitinkama ei- 
lutė ir atitinkamas stulpelis (visi skaičiai užrašyti šešetainėje sis- 
temoje}. Naudojantis šia lentele, nesunku sudauginti „stulpeliu“ 
bet kiek skyrių turinčius skaičius. Pavyzdžiui, 


, (352) 
(245), 
(3124), 
(2332), 
(1144), 


(145244), 
Dalyba „kampu“ taip pat galima bet kurioje skaičiavimo sis- 
temoje. Išspręskime šitokį uždavinį: reikia padalyti (120101); iš 
102)... 
Stai sprendimas: 


(120101), | (102) 
(102) . (1101), 


(111); 
(102), 


(201) 
(102), 
(22) 
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(Užrašykite dalinį, daliklį, dalmenį г liekaną dešimtainėje siste- 
moje ir patikrinkite, ar teisingas atsakymas). 
| uždavinys. Lentoje liko pusiau nutrintas užrašas 


= 6. 
Тр 649 
423 


Pasakykite, kokioje sistemoje užrašyti dėmenys ir suma. 

Atsakymas. Septynetainėje. | 

2 uždavinys. Vienas mokytojas, paklaustas, kiek jo klasėje yra 
mokinių, atsakė: „Klasėje 100 vaikų, iš jų 24 berniukai ir 32 mer- 
gaitės“. Iš pradžių nustebome, bet paskui supratome, kad mokyto- 
jas vartojo ne dešimtainę sistemą. Kokią skaičiavimo sistemą tu- 
rėjo omeny mokytojas? 

Sprendimas. Sakykime, x — tos sistemos pagrindas. Tada mo- 
kytojo atsakymą galime užrašyti šitaip: klasėje yra x? mokinių, 
iš jų 2444 berniukai іг Зх--2 mergaitės. Taigi 


2х+4+3х+2=х?, 


arba 
х2--5х--6--0. 
15 čia | 
_ 5%/25:22 5+7 
2 “127 
t. у. 
X =6, х= – 1. 


Kadangi — 1 negali būti skaičiavimo sistemos pagrindu, tai 
x=6. Taigi mokytojas vartojo šešetainę sistemą; klasėje buvo 
36 mokiniai, iš jų 16 berniukų ir 20 mergaičių. 


6. PEREJIMAS Iš VIENOS SKAICIAVIMO 
SISTEMOS | KITĄ 


Kaip pereiti iš vienos skaičiavimo sistemos į kokią nors kitą, 
pavyzdžiui, iš dešimtainės į septynetainę? Jau žinome, kad 
kokį skaičių A septynetainėje sistemoje galime išreikšti suma 

Аза + а, 1° 71+ «өф +а,*7+а@. 
Taigi, norint skaičių A užrašyti septynetainėje sistemoje, reikia 
rasti koeficientus 40, a, ..., аһ, iš kurių kiekvienas gali įgyti svei- 
kąsias reikšmes nuo 0 iki 6 imtinai. Padalykimę skaičių A iš 7. 


3° 11 


Gausime liekaną, lygią 40, nes visi sumos А dėmenys, išskyrus 
paskutinį, dalijasi iš 7. Gautąjį dalmenį vėl dalykime iš 7. Šiuo 
atveju liekana bus lygi а). Taip dalydami toliau, rasime visus 
е 00, а\, ..., аһ, sudarančius skaičiaus A septynetainę iš- 
raišką. 

Užrašykime skaičių (8287) septynetainėje sistemoje. Padali- 
je jį iš 7, gauname dalmenj 469 ir liekaną 4. Vadinasi, skaičiaus 
3287 septynetainės išraiškos paskutinis skaitmuo yra 4. Ieškodami 
kito (antrojo iš dešinės) skaitmens, dalijame 469 ir 7 ir gauna- 
me dalmenį 67 ir liekaną 0. Taigi skaičiaus 3287 septynetainės iš- 
raiškos antrasis skaitmuo yra 0. Toliau dalijame 67 iš 7, gauna- 
me dalmenį 9 ir liekaną 4. Toji liekana ir yra skaičiaus 3287 
užrašo septynetainėje sistemoje trečiasis skaitmuo. Padaliję 9 iš 
7, gauname dalmenį 1 ir liekaną 2. Liekana 2 yra ieškomojo skai- 
čiaus ketvirtasis skaitmuo, o | (jo nebegalime padalyti iš 7) — 
penktasis. Taigi 


(3287), = (12404),. 
Dešinioji lygybės pusė yra santrumpa išraiškos 
1. 74+2. 7344. 72+0.7+4; 
o kairioji — santrumpa išraiškos 
3:10%--2:10%--8.10-Ғ7. 


Skaičiavimus, kuriuos atlikome ieškodami dešimtainio skaičiaus 
3287 septynetainės išraiškos, patogu užrašyti šitaip: 


3287 | 7 
4 469 | 7 
0 767 | 
4 9 | 
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Aprašytuoju būdu dešimtainį skaičių galima išreikšti bet Ки- 
rioje kitoje skaičiavimo sistemoje. Suformuluosime taisyklę. 

Norint išreikšti kokį nors skaičių A naujoje skaičiavimo sis- 
temoje pagrindu p, reikia skaičių A padalyti iš tos sistemos pag- 
rindo p; gautoji liekana bus skaičiaus A išraiškos naujoje siste- 
moje paskutinis (pirmojo iš dešinės skyriaus) skaitmuo. Dalmenį 
vėl reikia dalyti iš p; antroji liekana bus aukštesniojo (antrojo 
iš dešinės) skyriaus skaitmuo ir t. t. Gautuosius dalmenis reikia 
dalyti iš p tol, kol bus gautas dalmuo, mažesnis už naujos siste- 
mos pagrindą p. Tas paskutinis dalmuo ir bus skaičiaus A išraiš- 
kos sistemoje pagrindu p aukščiausiojo skyriaus skaitmuo. 
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Išnagrinėkime dar vieną pavyzdį. Užrašykime skaičių 100 dve- 
jetainėje sistemoje: 
100 | 2 
0 50 | 2 
0 25 | 
14 


12 | 
0 


> al» 
г 


LŽ 
1 


-- 


Su dešimtainių skaičių reiškimu dvejetainiais nuolat tenka su- 
sidurti dirbant su skaičiavimo mašinomis (apie jas kalbėsime 
vėliau). 

Nagrinėtuose pavyzdžiuose pradinė skaičiavimo sistema buvo 
dešimtainė. Tokiu pat būdu galima bet kokios skaičiavimo siste- 
mos skaičių išreikšti bet kurioje kitoje sistemoje. Kaip ir nagrinė- 
tuose pavyzdžiuose, duotąjį skaičių reikia nuosekliai dalyti iš 
naujos sistemos pagrindo, tik skaičiavimus reikia atlikti ne dešim- 
tainėje sistemoje, o toje, kurioje užrašytas skaičius. 

Uždavinys. Tarkime, kad turime svarstykles (su dviem lėkš- 
telėmis) ir 1, 3, 9, 27 g ir t. t. svarelių rinkinį (po vieną skirtingą 
svarelj). Ar naudojantis tokiu svarelių rinkiniu galima rasti bet 
kokio kūno masę 1 g tikslumu? 

Taip, galima. Pateiksime sprendimą, paremtą trejetaine skai- 
čių užrašymo sistema. Sakykime, kūno masė A g (A — sveikasis 
skaičius). Skaičių A galima užrašyti trejetainėje sistemoje: 


A= (a, G4-1- > @1 ао), 


t. у. 
А=а, 3" +а,-1° 3"-1+... ka 3+4о; 


čia koeficientai ас, 41, ..., а, gali įgyti reikšmes 0, 1 arba 2. 

Kiekvieną skaičių galima užrašyti trejetainėje sistemoje kiek 
kitaip, būtent, vartojant skaitmenis 0, | ir —1 (vietoj 0, 1 ir 2). 
Darysime šitaip. Dešimtainį skaičių A išreikšime trejetainėje sis- 
temoje anksčiau išdėstytu nuoseklių dalijimų būdu. Tik kiekvieną 
kartą, kai dalydami iš 3 gausime 2, dalmenį didinsime vienetu, o 
liekaną rašysime — 1. 

Taigi skaičius A bus lygus sumai: 


A = by: 3" + by 1° 3 + зш +һ+3+Ь; 
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čia kiekvienas koeficientas bm, bm-;, .... bo gali būti lygus 0, 1 arba 
—1. Pavyzdžiui, skaičius 100 trejetainėje sistemoje paprastai už- 
rašomas šitaip: 10201. Vartojant skaitmenis 0, 1 ir —1, 100 treje- 
tainė išraiška bus 11—101, nes 


100 = 34+ 38 — 32+ 1. 


A g masės kūną padėkime ant pirmos svarstyklių lėkštelės, o 1 g 
svarelį — ant antros, jei бо--!, arba ant pirmos, jei бо= — 1 (kai 
бо 0, | g svareliu nesinaudosime); toliau 3 g svarelį désime ant 
antros lėkštelės, jei 6:=1, arba ant pirmos, jei bi=—!, irt. t. Ne- 
sunku suprasti, kad taip dėliodami svarelius nustatysime svarsty- 
klių lėkštelių pusiausvyrą. Taigi, naudojantis 1, 3, 9 g ir t. t. svare- 
lių rinkiniu, galima „atsverti“ bet kokį kūną. Jeigu kūno masė ne- 
žinoma, tai svareliai taip išdėliojami, kad lėkštelės būtų pusiaus- 
viros. Po to jau nesunku rasti to kūno masę. 

Uždavinio sprendimą paaiškinsime konkrečiu pavyzdžiu. Tar- 
kime, jog turime 200 g masės kūną. Skaičių 200 išreiškę trejetai- 
nėje sistemoje įprastu būdu, gautume: 

200 | 3 


Taigi (200) == (21109) з, arba 


200 =2. 3*+1- 33-1. 32-+-0.3+2. 


? 


Jeigu 200 užrašysime trejetainėje sistemoje antruoju būdu, t. y. 
vietoj 2 imsime — Í, tai gausime 


arba | 
200--1,35-1.34--1.33--1.3%--1.3--1 


(kad ši lygybė teisinga, nesunku įsitikinti skaičiuojant). 
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Taigi, norint atsverti ant svarstyklių lėkštelės padėtą 200 g 
masės kūną, reikia ant tos pačios lėkštelės padėti 1 ir 81 g svare- 
lius, o ant kitos — 3, 9, 27 ir 243 g svarelius. 


7. APIE DALUMO POŽYMIUS 


Priminsime požymius, pagal kuriuos galima nustatyti, kad tas 
ar kitas skaičius dalijasi iš 3, 9, 9 ir t. t. 

1. Пашто iš 3 požymis: skaičius dalijasi iš 3, jeigu jo skait- 
menų suma dalijasi iš 3. Pavyzdžiui, skaičius 257802 (skaitmenų 
suma 2--5--7--8--0--2=24) dalijasi iš 3, о 125831 (skaitmenų 
suma 1--2--5--8--3-Ғ1 --20) iš 3 nesidalija. 

2. Dalumo iš 5 požymis: skaičius dalijasi iš 9, jeigu jo pas- 
kutinis skaitmuo yra 5 arba 0 (t. y. jeigu skaičiaus paskutinio 
skyriaus vienetai dalijasi iš 9). 

3. Dalumo iš 2 požymis: skaičius dalijasi iš 2, jeigu jo разки- 
tinio skyriaus vienetai dalijasi iš 2. 

4. Dalumo iš 9 požymis: skaičius dalijasi iš 9, jeigu jo skait- 
menų suma dalijasi iš 9. 

Šių požymių įrodymas nėra sudėtingas. Imkime, pavyzdžiui, 
dalumo iš 3 požymį. Dalijant iš 3 kiekvieną dešimtainio skaičiaus 
skyriaus vienetą (t. y. skaičius 1, 10, 100, 1000 ir t. t.), gaunama 
liekana, lygi 1. Todėl bet kurį skaičių 


(а4,4,-1.. 449%» 
t. y. skaičių 
а, 10" +31: 10"-1+ ... +4 10+ ay, 
galima užrašyti šitaip: | 
(а,-а, 1+... +а+а) +В; 
čia B dalijasi iš 3 be liekanos. Matome; kad skaičius 
а, - 10" +a,- 10-4... + а. 10- аз: 


dalijasi iš 3 tik tuomet, kai iš 3 dalijasi skaičius Qn4+@,_:-+...4 
На: 4-00. 

Dalumo iš 5 požymis pagrįstas tuo, kad 10 — skaičiavimo sis- 
temos pagrindas — dalijasi iš 5. Todėl dalijant iš 6 visus skyrius, 
išskyrus vienetų, gaunama liekana, lygi 0. Panašiai pagrįstas ir 
dalumo iš 2 požymis; skaičius yra. lyginis, jeigu jis baigiasi ly- 
giniu skaitmeniu. 

Dalumo iš 9, kaip ir iš 3, požymis pagrįstas tuo, kad dalijant 
skaičių 10* iš 9, gaunama liekana, lygi 1. 
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Aišku, minėtieji požymiai tinka tik dešimtainės išraiškos зКа!- 
čiams. Jų negalima taikyti vartojant kitas skaičiavimo sistemas. 
Pavyzdžiui, skaičius 86 aštuonetainėje skaičiavimo sistemoje už- 
rašomas šitaip: (126); (nes 86--87--2.8--6). Skaitmenų suma 
lygi 9, bet 86 nesidalija nei iš 9, nei iš 3. 

Tačiau kiekvienai pozicinei skaičiavimo sistemai galima sufor- 
muluoti savus dalumo iš vieno ar kito skaičiaus požymius. 

Išnagrinėkime keletą pavyzdžių. Suformuluokime dvyliktainėje 
sistemoje užrašytų skaičių dalumo iš 6 požymį. Kadangi sistemos 
pagrindas 12 dalijasi iš 6, tai toje sistemoje užrašytas skaičius 
dalijasi iš 6 tik tada, kai jo paskutinis skaitmuo dalijasi iš 6 (pa- 
našu į dalumo iš 5 ir 2 požymius dešimtainėje sistemoje). 

Kadangi skaičiai 2, 3 ir 4 taip pat yra skaičiaus 12 dalikliai, 
tai galima suformuluoti kitą dalumo požymį. Dvyliktainėje siste- 
moje užrašytas skaičius dalijasi iš 2 (iš 3, 4), jeigu jo paskutinis 
skaitmuo dalijasi iš 2 (iš 3, 4). 

Įrodykite šiuos teiginius, priskiriamus dalumo požymiams dvy- 
liktainėje sistemoje: 

a) skaičius A= (адад-1...1й0)1: dalijasi iš 8, jeigu iš 8 dali- 
jasi skaičius (2,80) 12, sudarytas iš dviejų paskutinių skaičiaus A 
skaitmenų; 

р) skaičius A= (дайп-1...4190)1: dalijasi iš 9, jeigu iš 9 dali- 
jasi skaičius (0,00) 12, sudarytas iš dviejų paskutinių skaičiaus A 
skaitmenų; 

с) skaičius A= (аһаһ-‹...2180) 12 dalijasi iš 11, jeigu iš 11 dali- 
jasi jo skaitmenų suma, t. y. skaičius Qn+Q@n-1+...+@1+ap. 

Išnagrinėkime dar du pavyzdžius, susijusius su skaičių dalumu. 

l. Skaičius A= (3630), (užrašytas sistemoje pagrindu p) da- 
lijamas iš 7. Reikia rasti pagrindą p ir skaičiaus A dešimtainę iš- 
raišką, Ка! p<12? Ar uždavinio sprendinys vienintelis, kai p ne- 
apribotas? 

Atsakymas. р--7, A= (1844) 0; kai p neapribotas, sprendinių 
be galo daug, būtent: p gali būti bet kuris skaičius 7k arba 7k— I, 
k=l, 2, ... 

2. Įrodyta, kad skaičius T 

„r 
(a, G.-1-- „aros 


t. y. skaičius 
ар" + а,-1 р" 1 + ... +а °р+а, 
dalijasi iš p—1 tik tada, kai iš p—1 dalijasi suma a44-0,—,+...> 


а а. (Palyginkite su dalumo iš 9 dešimtainėje sistemoje ir 
dalumo iš 11 dvyliktainėje sistemoje požymiais.) 
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8. DVEJETAINĖ SISTEMA 


Mažiausias iš skaičių, kuris gali būti skaičiavimo sistemos pa- 
grindu, yra skaičius 2. Sistema tuo pagrindu vadinama dvejetai- 
ne — tai viena iš seniausių sistemų. Dvejetainę sistema, tiesa, ne 
visai tobulos formos, vartojo kai kurios Australijos іг Polinezijos 
gentys. Ji patogi, nes paprasta. Vartojami tik du skaitmenys: 
0 ir 1, o skaičius 2 yra jau kito skyriaus vienetas. Gana paprasti 
ir veiksmai su skaičiais, užrašytais dvejetainėje sistemoje. Pagrin- 
dinės sudėties taisyklės išreiškiamos lygybėmis 


0+0=0, 0+1=1, 1+1=(10),, 
о daugybos lentelė уга šitokia: 


0 1 
| 0 0 0 
1 | 0 | 1 


Dvejetainės sistemos trūkumas tas, kad net ir mažam skaičiui 
toje sistemoje užrašyti reikia gana daug ženklų. Pavyzdžiui, skai- 
čiaus 1000 dvejetainė išraiška yra 1111101000. Net dešimt skait- 
menų! Tačiau šis trūkumas kompensuojamas daugeliu pranašumų, 
dėl kurių ši sistema plačiai taikoma įvairiose technikos srityse, 
ypač šiuolaikinėse skaičiavimo mašinose. 

Apie dvejetainės skaičiavimo sistemos taikymą technikoje kal- 
bėsime vėliau, o dabar išnagrinėkime du uždavinius, susijusius su 
skaičių užrašymu dvejetainėje sistemoje. 

1 uždavinys. Pasirinktas koks nors sveikasis skaičius nuo | iki 
1000. Ar galite jį atspėti, uždavę tik 10 klausimų, į kuriuos reikia 
atsakyti „taip“ arba „ne“? Pamėginkite, uždavinys išsprendžia- 
mas. 

Galima tokia serija klausimų, neabejotinai sėkmingų. 

1 klausimas. Padalykite pasirinktąjį skaičių iš 2. Ar dalijasi 
be liekanos? Išgirdę „taip“, rašome 0, išgirdę „ne“, rašome | (ki- 
taip tariant, užrašome liekaną, gautą padalijus tą skaičių iš 2). 

2 klausimas. Gautąjį dalmenį padalykite iš ‚ Ar dalijasi be 
liekanos? Vėlgi, jeigu „taip“, rašome nulį, jeigu Ж “— vienetą. 

Panašiai formuluojame ir kitus klausimus, t. y. ,,Padalykite 
gautąjį dalmenį iš 2. Ar dalijasi be liekanos?“ Ir kiekvieną kartą 
rašome 0, kai atsakymas teigiamas, ir 1, kai neigiamas. 
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Uždavę 10 klausimų, gavome 10 atsakymų, t. y. 10 skaitmenų, 
iš kurių kiekvienas yra 0 arba 1. Nesunku įsitikinti, kad tie skait- 
menys sudaro ieškomojo skaičiaus dvejetainę išraišką. Iš tikrųjų 
ši klausimų sistema atkūrė procedūrą, atliekamą pervedant kokį 
nors skaičių į dvejetainę sistemą. Taigi užtenka dešimties klau- 
simų, nes bet kuris skaičius nuo 1 iki 1000 dvejetainėje sistemoje 
užrašomas ne daugiau kaip dešimčia ženklų. Jeigu tartume, kad 
pasirinktas dvejetainis skaičius, tai norint jį atspėti, užtektų pa- 
klausti apie kiekvieną skaitmenį, ar jis lygus nuliui, ar ne, 

Nagrinėkime kitą uždavinį, iš esmės panašų į pirmąjį. 

2 uždavinys. Pateikta 7 lentelės (p. 19—22). Kiekviena sudaryta 
iš 64 langelių, kaip šachmatų lenta. Į tuos langelius įrašyti skai- 
čiai nuo | iki 127. Pasirinkite bet kokį iš tų skaičių ir pasakykite, 
kurioje lentelėje (lentelės sunumeruotos nuo 1 iki 7) jis yra. 

Atspėti tą skaičių galima šitaip. 

Užrašykime visų skaičių nuo 1 iki 127 dvejetaines išraiškas. 
Kiekvienas skaičius bus sudarytas ne daugiau kaip iš septynių 
skaitmenų (руг., 127== (1111111)2). Pasirinktąjį skaičių A įrašyki- 
me į k-ąją lentelę (k=l, 2, ..., 7), jeigu to skaičiaus dvejetaines 
išraiškos k-ojoje pozicijoje yra vienetas. О jeigu A-ojoje pozicijoje 
yra nulis, tai skaičiaus A į lentelę nerašykime. Pavyzdžiui, skai- 
čius 57, kurio dvejetainė išraiška 0111001, turi būti įrašytas į pir- 
maja, ketvirtąją, penktąją ir šeštąją lenteles; skaičius 1 — tik į 
pirmąją, skaičius 127 — į visas septynias lenteles ir t. t. Taigi, 
sakydami, kuriose lentelėse yra pasirinktasis skaičius, pasakote 
ir skaičiaus dvejetainę išraišką. Telieka tą skaičių užrašyti dešim- 
tainėje sistemoje. 

Galimas ir atvirkščias uždavinys: nurodžius laisvai pasirinktą 
skaičių nuo | iki 127, nesunku pasakyti, kuriose lentelėse (p. 19— 
22) jis yra ir kuriose nėra, tereikia užrašyti to skaičiaus dvejetai- 
nę išraišką (turint įgūdžių, tai nesunku padaryti mintinai) ir pasa- 
kyti vienetų pozicijų numerius“. 


- 


9, ZAIDIMAS „ММ“ (ZAIDIMAS SU 
TRIMIS DEGTUKŲ KRŪVELĖMIS) 


Dar senovės Kinijoje buvo žinomas žaidimas, vadinamas 
„Nim“. Žaidžiant „Nim“, akmenukai sudėstomi į tris krūvelės. Du 
žaidėjai paeiliui iš krūvelių ima akmenukus. Kiekvieną kartą ga- 

* Pateiktose lentelėse skaičiai surašyti didėjimo tvarka. Todėl tų lentelių 


struktūra gana lengvai suvokiama. Tačiau kiekvienoje lentelėje galima laisvai 
kaitalioti skaičių vietas, taip užmaskuojant lentelių struktūrą. 
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lima imti kiek norima akmenukų (tačiau пе mažiau kaip vieną), bet 
tik iš vienos krūvelės. Laimi tas, kuris paima paskutinį akmenuką. 

Šiais laikais vietoj akmenukų imami, pavyzdžiui, degtukai, 
ir žaidimas vadinamas „žaidimu degtukais“. Nuo to, aišku, Zaidi- 
mo esmė nesikeičia. Reikia išsiaiškinti, kas lemia žaidimo baigtį, 
kai abiejų žaidėjų taktika yra optimali. | 

Sprendžiant šį uždavinį, patogu naudotis dvejetaine sistema. 

Sakykime, trijose krūvelėse yra atitinkamai po a, b ir c deg- 
tukų. Užrašykime šiuos skaičius dvejetainėje sistemoje. 


аза "ан 12" +... +а,:2+а,, 
Б-б,.2"--0, 2" 4+ .4% +В, 2+6, 
C=Cm' 2% Си_1-2°1+...+с 2+6. 


Tarkime, kad kiekvienoje išraiškoje yra po tiek pat ženklų (kur 
jų trūksta, priekyje prirašykime nulius). Taigi kiekvienas skait- 
MUO ао, bo, Со, ..., Am, Om, Cm gali būti lygus 0 arba 1, be to, bent 
vienas (nebūtinai visi) iš skaitmenų ам, bm ir Ст nelygus nuliui. 

Zaidimą pradedantis žaidėjas (jį toliau vadinsime pirmuoju) 
pirmuoju ėmimu gali pakeisti vieną iš skaičių a, b ar c bet kuriuo 
kitu mažesniu skaičiumi. Sakykim, jis nutarė paimti degtukų iš 
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pirmosios krūvelės, t. y. pakeisti skaičių a. Tai reiškia, kad раз!- 

keis kažkurie iš skaitmenų д0, 41, ..., ат. Paėmęs degtukų iš ant- 

rosios krūvelės, jis pakeis bent vieną iš skaitmenų Бо, ..., bm, O 

paėmęs iš trečiosios, pakeis bent vieną iš skaitmenų со, ..., Ст. 
Dabar išnagrinėsime sumas 


Am + бы + Ст ам-1+ бт-1+ бт-1, ŽŽ. до + bo + со. (Ж) 


Kiekviena iš jų gali būti lygi 0, 1, 2 arba 3. Jeigu bent viena 
suma nelyginė (t. y. lygi 1 arba 3), tai pirmasis žaidėjas pirmuoju 
ėmimu gali užsitikrinti laimėjimą. Sakykim, 24-64, — pirmoji 
(skaičiuojant iš kairės į dešinę) nelyginė suma. Tada bent vienas 
iš trijų skaitmenų аһ, bk іг с, lygus 1, pavyzdžiui, аһ==1. Esant 
tokiai sąlygai, žaidėjas gali paimti iš pirmosios krūvelės tiek deg- 
tukų, kad koeficientai ам, -.., ан nepasikeisty, а, būtų lygus nu- 
liui, o kiekvienas iš koeficientų ав, ..., до įgytų tokias reikšmes 
(0 arba 1), kokių nori pirmasis žaidėjas. Taigi iš pirmosios Кгцуе- 
lės galima paimti tiek degtukų, kad visos sumos 


Ayr te Ope rt 6-і» ..., СВ + Со 


būtų lyginės. Kitaip sakant, pirmasis žaidėjas gali padaryti taip, 
kad po jo ėmimo visos sumos (Ж) bus lyginės. Antrasis žaidėjas 
bet kokiu ėmimu bent vieną iš sumų padarys nelyginę. Po to pir- 
masis Žaidėjas vėl gali pasiekti, kad visos sumos (>k) būtų lygi- 
nės. Taigi po kiekvieno pirmojo žaidėjo ėmimo visos sumos (>k) — 
lyginės, o po kiekvieno antrojo žaidėjo ėmimo bent viena suma — 
nelyginė. Kadangi bendras degtukų skaičius po kiekvieno ėmimo 
mažėja, tai anksčiau ar vėliau visos sumos (Ж) bus lygios пи- 
liui, t. y. degtukų nebeliks. Šiuo atveju laimės pirmasis žaidėjas, 
nes po jo kurio nors ėmimo visos sumos (>) bus lygios nuliui. 
Jeigu žaidimo pradžioje visos sumos (Ж) būtų lyginės, tai ро 
žaidėjo, pradedančio žaidimą, bet kokio ėmimo bent viena iš su- 
mų (Ж) pasidarytų nelyginė. Tada antrasis žaidėjas, laikydamasis 
ką tik aprašytos taktikos, laimėtų partiją. | 

Vadinasi, žaidimo baigtis priklauso nuo to, kokie yra skaičiai 
a, b, с. Jeigu jie tokie, kad bent viena iš sumų (Ж) nelyginė, tai 
pirmasis žaidėjas gali laimėti. Jeigu visos sumos lyginės, tai, pa- 
sirinkęs teisingą taktiką, laimės antrasis žaidėjas. | 

Nesunku suvokti, kad skaičių trijulė, palanki antrajam žaidė- 
jui, pasitaiko gana retai. Taigi, kai skaičiai a, b ir c paimti atsi- 
tiktinai, teisingai žaisdamas laimės pirmasis žaidėjas. Pavyzdžiui, 
10 degtukų (a+6+c=10) į tris krūveles galima suskirstyti 9 bū- 
dais. 8 iš jų garantuoja laimėjimą pirmajam žaidėjui ir tik 1 — 
antrajam. 
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10. DVEJETAINIS TELEGRAFO KODAS 


Telegrafo kodas — vienas iš seniausių dvejetainės sistemos 
techninio taikymo būdų. Išrašykime lietuvių abėcėlės raides (tik 
vietoj „А“ rašykime „—“, t. y. tarpą tarp žodžių) ir jas sunume- 
ruokime: 

-АВССОЕЕЕЕСНТТУТК 

0123 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

LM NOPRSŠTUUŲUOUŪVZŽ 
17 18 19 2021 2223 2425 26 27 28 29 30 31 


Raidžių numerius užrašykime dvejetainėje sistemoje. Kadangi 
25—32, tai kiekvienas numeris bus sudarytas ne daugiau kaip iš 
penkių ženklų. Užrašykime kiekvieną numerį penkiais ženklais, 
prirašydami trūkstamus ženklus — nulius prieš pirmą reikšminį 
skaitmenį: 

| — ~ 00000 
А ~ 00001 


В ~ 00010 


2 211111 


Tarkime, kad turime penkis laidus, jungiančius kokius nors 
du punktus. Kiekvieną penkiaženklį skaičių, reiškiantį abėcėlės 
raidę, galima perduoti tokia linija tam tikromis elektrinių impul- 
sų kombinacijomis. Sakykim, nulis reikš, kad nėra impulso, o vie- 
netas — impulsą. Priėmimo vietoje šių impulsų kombinacijų vei- 
kiamas telegrafo aparato spausdinimo įrenginys juostelėje at- 
враиздтв raides, atitinkančias tas kombinacijas, t. y. dvejetainius 
skaičius. 

Telegrafo aparatas sudarytas iš dviejų įrenginių: perdavimo 
įrenginio, pervedančio raides į atitinkamą linija siunčiamų impul- 
sų sistemą, ir priėmimo įrenginio, spausdinančio juostelėje (arba 
blanke) raides, atitinkančias iš anksto parinktą impulsų kombi- 
naciją*. 

Dvejetainės sistemos taikymą telegraiijoje, matyt, nulėmė tai, 
kad dvejetainį skaičių patogu perduoti elektriniais impulsais**. 

* Kalbėjome apie penkis laidus, jungiančius du punktus. Iš tikrųjų nau- 
dojamas vienas laidas, kuriuo impulsai, sudarantys raides atitinkančias kom- 
binacijas, siunčiami vienas paskui kitą. 

** Be aprašytos raidžių kodavimo (nulių ir vienetų penketukais) sistemos, 
telegrafijoje. plačiai taikoma ir kita kodavimo sistema — vadinamoji Morzės 
abėcėlė. Morzės abėcėlėje kiekviena raidė žymima dviejų skirtingų ženklų (taš- 
ko ir brūkšnio) kombinacija. Smulkiau šios sistemos čia nenagrinėsime. 
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1. DVEJETAINĖ SISTEMA — PASLAPČIŲ 


SAUGOTOJA 

Telegrafas arba radiotelegraias — gera skubios informacijos 
perdavimo vienam ar kitam adresatui priemonė. Tačiau tokiu būdu 
perduodamą informaciją lengvai gali perimti kiti asmenys. Daž- 
nai dėl vienokių ar kitokių priežasčių būtina, kad siunčiamą in- 
formaciją suprastų tik adresatas. Tuo tikslu tekstas šiiruojamas. 

Tikriausiai dauguma skaitytojų patys, susižavėję „paslaptingu 
susirašinėjimu“, kūrėte įvairius Sifravimo būdus. Paprasčiausias 
iš jų — kiekvieną abėcėlės raidę pažymėti kokiu nors simboliu: 
kita raide, skaičiumi, sutartiniu ženklu ir t. t. Tokios sistemos 
dažnai minimos detektyvinėje ir nuotykinėje literatūroje. Prisi- 
minkime Konano Doilio ,, Šokančius žmogeliukus“ arba Žiulio Ver- 
no „КеПопе į žemės centrą“. Perprasti tokią sistemą nėra sunku. 
Kiekviena kalba yra tam tikros struktūros: vienos raidės (ir rai- 
džių deriniai) kalboje pasitaiko dažniau, kitos — rečiau, trečios — 
labai retai. Pakeitus raides bet kokiais simboliais, kalbos struk- 
tūra išlieka nepakitusi, ir tai leidžia be vargo iššilruoti sistemą. 
Yra ir žymiai sudėtingesnių Sifravimo sistemų, tačiau prityrę de- 
šifruotojai atskleidžia ir jas. 

Kyla klausimas: „Аг yra tokia sistema, visiškai garantuojanti 
paslapties išsaugojimą? Аг gali pakankamai gabus deSifruotojas 
perskaityti bet kokį šiiruotą pranešimą?“ 

Pasirodo, nesunku sugalvoti iš esmės paprastą sistemą, kad 
būtų neįmanoma perskaityti Sifruoto teksto neturint rakto. Tokią 
sistemą aprašysime naudo- 
damiesi dvejetaine sistema 


ir raidžių reiškimo penkia- Ф°%%°* е о го о-в 

ženkliais dvejetainiais skai- СР” 

čiais būdu, aprašytu anks- 24000 ода Ен = 

tesniame paragrafe. Ža adis == 
Bet koks tekstas tele- 

огаю kodu pateikiamas ра 


Каір tam tikra vienetų іг | 
nulių penkiaženklių kombinacijų seka. Sakykime, iš anksto paruo- 
šėme kažkokią penketais sugrupuotų nulių ir vienetų seką. Tokia 
seka, skirta tekstui šifruoti, vadinama gama. Du gamos egzemplio- 
rius užrašėme, pavyzdžiui, skylučių kombinacijomis specialioje po- 
pierinėje juostoje (2 pav.). Kiekviena skersinė eilė — viena penkia- 
ženklė kombinacija. Skylutė — vienetas, nėra skylutės — nulis 
(smulkių skylučių eilutė — pagalbinė, gamai nepriklauso). Vieną 
gamos egzempliorių pasiliekame sau, o kitą siunčiame adresatui, 
su kuriuo palaikomas ryšys telegraiu. Po to imame tekstą, kurį rei- 
kia perduoti, ir jį sudedame „paskyriui“ su paruošta gama. Tai 
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darome šitaip. Pirmąjį penkiaZenklj teksto skaičių (t. y. pirmąją 
raidę) sudedame su pirmuoju gamos skaičiumi, antrąjį teksto 
skaičių — su antruoju gamos skaičiumi ir t. t. Tačiau sudedame ne 
pagal įprastas taisykles, kai dviejų vienetų sumą keliame į aukštes- 
nįjį skyrių, o pagal taisyklę 


0+0=0, 1+0=0+1=1, 1+1=0, 


t. у. neperkeldami dviejų vienetų sumos į aukštesnįjį skyrių. Aiš- 
ku, taip sudėdami du dvejetainius skaičius, t. y. dvi kažkokias nu- 
lių ir vienetų sekas, gausime nulį, jei tie skaičiai vienodi, ir ne nulį, 
jei tie skaičiai skirtingi. Tokiu būdu gautą teksto ir gamos sumą 
galima perduoti adresatui telegrafu. Jeigu tą seką tiesiogiai įves- 
tume į telegrafo aparatą, tai pastarasis atspausdintų beprasmišką 
raidžių rinkinį. Kad būtų galima atkurti pradinį tekstą, reikia prie 
Sifruoto teksto dar kartą pridėti tą pačią gamą (taip pat pa- 
skyriui). 

Visą procesą galima aprašyti šitaip: 

1) tekstas4-gama==šiiruotas tekstas; | 

2) Sifruotas tekstas+gama=tekstas-+ gama-+ gama —tekstas. 

Suprantama, žmogus, turintis tokiu būdu užšiiruotą tekstą, 
bet neturintis atitinkamos gamos, negali sužinoti to teksto turinio. 
Visai taip pat, kaip nieko negalima pasakyti apie dydį X, jeigu 
žinoma tik suma Х4-У ir pasakyta, kad У — kažkoks skaičius. 

Aprašytąjį procesą galima automatizuoti įtaisius prie teleg- 
rafo perdavimo ir priėmimo aparatų po įrenginį, paskyriui sude- 
dantį perduodamą tekstą su gama. Aptarnaujantys liniją telegra- 
fininkai net nejaus, kad yra tokie įrenginiai. 

Aprašytoji Sifravimo sistema gana gremėzdiška, nes ir siun- 
tėjas, ir adresatas turi turėti gamos atsargų. Kiekviena gamos at- 
karpa naudojamasi tik vieną kartą (kad pašaliniai negalėtų iš- 
šiiruoti teksto). 

Siiruojant patogu naudotis dvejetaine skaičiavimo sistema, nes 
būtent šioje sistemoje sudėjus paskyriui tuos pačius skaičius gau- 
namas nulis. | 


12. KELETAS 200210 APIE SKAIČIAVIMO 
MASINAS 


Kalbėjome apie dvejetainés sistemos taikymą telegrafijoje, t. y. 
palyginti senoje technikos srityje (pirmieji telegrafo aparatai, per- 
duodantys elektrinius signalus laidais, pasirodė praėjusio amžiaus 
trečiajame dešimtmetyje). Dabar nagrinėsime dvejetainės siste- 
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mos taikymą elektroninėse skaičiavimo mašinose. Pirmiausia ар- 
tarsime tas mašinas. 

Skaičiavimo technikos vystymosi istorija ilga, bet kartu ir [а- 
bai trumpa. Pirmieji mechanizmai, palengvinantys ir pagreitinan- 
tys skaičiavimus, atsirado seniai. Pavyzdžiui, paprasčiausi skaity- 
tuvai buvo žinomi dar prieš keturis tūkstantmečius. Ir tik ketvirta- 
jame šio amžiaus dešimtmetyje atsirado tikroji ,,та5іпіпе mate- 
танка“. Buvo sukurtos greitai veikiančios skaičiavimo mašinos, 
kurių pagrindas — radioelektroninė technika (radiolempos, vėliau 
puslaidininkiniai elementai). Šioje technikos srityje per trumpą 
laiką pasiekta stulbinančių rezultatų. Šiuolaikinės skaičiavimo ma- 
šinos atlieka tūkstančius ir net milijonus operacijų per sekundę. 
Kitaip tariant, tokia mašina per sekundę atlieka tiek operacijų, 
kiek prityręs skaičiuotojas su aritmometru per kelis darbo mėne- 
sius. Šiomis mašinomis imta sėkmingai spręsti tokius sudėtingus 
г gremėzdiškus uždavinius, kokie nė į galvą nebūtų atėję skai- 
čiuojant rankiniu būdu. Pavyzdžiui, šiuolaikinės skaičiavimo ma- 
šinos lengvai gali išspręsti kelių šimtų pirmojo laipsnio lygčių sis- 
temą su tiek pat nežinomųjų. Zmogus, turėdamas tik pieštuką ar- 
ba aritmometrą, neįveiks tokios užduoties per visą savo gyvenimą. 

Kai populiarioje literatūroje minimos skaičiavimo mašinos, daz- 
nai vartojami tokie išsireiškimai: „та та, sprendžianti sudėtingas 
lygtis“, „mašina, žaidžianti šachmatais“ arba „mašina, verčianti iš 
vienos kalbos į kitą“. Gali susidaryti klaidingas įspūdis, kad kiek- 
vieną funkciją — lygčių sprendimą, žaidimą šachmatais, vertimą 
ir pan.— atlieka speciali mašina, sukonstruota būtent tam tikslui. 
Iš tikrųjų įvairūs uždaviniai, matematiniai (lygčių sprendimas, 
logaritminiy lentelių sudarymas ir kt.) ir nematematiniai (teksto 
vertimas, žaidimas šachmatais), gali būti sprendžiami tomis pa- 
čiomis mašinomis, t. у. universaliosiomis skaičiavimo mašinomis. 
Tiesą sakant, kiekviena tokia mašina gali atlikti gana ribotą ele- 
mentariųjų operacijų kiekį: sudėti ir sudauginti skaičius, gautuo- 
sius rezultatus saugoti specialiame įrenginyje — mašinos „atmin- 
tyje“, palyginti tarpusavyje skaičius, išrinkdama, tarkim, iš dvie- 
jų arba kelių skaičių didžiausią. arba mažiausią ir kt. Tačiau ir 
pačių įvairiausių bei sudėtingiausių uždavinių sprendimas gali 
būti suvestas į tokių elementariųjų operacijų seką (galbūt labai 
Пса). Programa, kurią sudaro matematikas programuotojas пи- 
stato kiekvieno uždavinio operacijų seką. Vadinasi, uždaviniai, 
kuriuos gali išspręsti universalioji skaičiavimo mašina, priklauso 
nuo programų, sudaromų tai mašinai. 

Taigi universalioji skaičiavimo mašina — tai įrenginys, galin- 
tis nepaprastai greitai atlikti aritmetines operacijas su skaičiais: 
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sudėtį, daugybą, atimtį, dalybą ir kai kurias kitas, pavyzdžiui, skai- 
čių palyginimą. Kokias reikia atlikti operacijas ir kokia tvarka — 
nurodyta programoje. 


Ar skaičiuosime mašinomis, ar be jų, vis tiek turėsime kažko- 
kia forma užrašyti skaičius, t. y. turėsime vartoti kokią nors skai- 
čiavimo sistemą. Skaičiuodami pieštuku popieriuje, be abejo, nau- 
dosimės įprasta dešimtaine sistema. Deja, elektroninei skaičiavi- 
mo mašinai tokia sistema netinka. Ši mašina pirmenybę teikia dve- 
jetainei skaičiavimo sistemai. Paaiškinsime, kodėl gi taip yra. 


13. KODĖL ELEKTRONINĖ MAšINA 
TEIKIA PIRMENYBĘ 
DVEJETAINEI SKAIČIAVIMO SISTEMAI 


Skaičiuojant įprastu būdu, skaičiai rašomi popieriaus lape pieš- 
tuku arba rašalu. O mašina operuoja kitaip fiksuotais skaičiais. 

Pitmiausia nagrinėkime пе skaičiavimo mašiną, o žymiai pa- 
prastesnį įtaisą — skaitiklį (elektros, dujų, taksi skaitiklį ir kt.). 
Skaitiklis sudarytas iš kelių ratukų, kurių kiekvienas gali užimti 
vieną iš 10 padėčių, atitinkančių skaitmenis nuo 0 iki 9. Prietai- 
sas, sudarytas iš Е tokių ratukų, gali fiksuoti 10% skirtingų skai- 
čių nuo 0 iki 99...9. Tokiu skaitikliu galima naudotis kaip savo- 
tiškais skaitytuvais, t. y. juo galima ne tik fiksuoti skaičius, bet 
ir atlikti aritmetines operacijas. Jeigu norėtume turėti skaitiklį, 
pritaikytą ne dešimtainei, o kokiai nors kitai sistemai pagrindu 
p, tai skaitiklį reikėtų sudaryti iš ratukų, turinčių ne 10, o p padė- 
čių. Taigi įtaisas, fiksuojantis skaičius, užrašytus dvejetainėje sis- 
temoje, turi būti sudarytas iš elementų, kurių kiekvienas gali už- 
imti dvi padėtis. Savaime suprantama, skaitiklis, pritaikytas kokiai 
nors skaičiavimo sistemai, nebūtinai turi būti sudarytas iš ratukų. 
Jame gali būti bet kokie elementai. Svarbu, kad kiekvienas iš jų 
turėtų tiek stabilių padėčių, kiek vienetų turi pasirinktos skaičia- 
vimo sistemos pagrindas. 

Skaitiklis, sudarytas iš ratukų ar kitokių mechaninių įtaisų, 
padėtį keičia palyginti lėtai. Tie greičiai, kuriais dirba šiuolaikinės 
skaičiavimo mašinos — dešimtys ir šimtai tūkstančių operacijų per 
sekundę, tapo įmanomi tik todėl, kad mašinose veikia ne mecha- 
niniai, o elektroniniai įtaisai. Tokie įtaisai neinertiški, todėl jie 
gali keisti padėtis kas milijoninę sekundės dalį. 

Radioelektroniniams elementams (radiolempoms, puslaidinin- 
kiniams elementams), naudojamiems skaičiavimo mašinose, bū- 
dingos dvi stabilios padėtys. Pavyzdžiui, elektroninė lempa gali 
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būti „atidaryta“ (srovė teka) arba „uždaryta“ (згоуе neteka). 
Tuo pačiu „taip“ arba „ne“ principu veikia ir puslaidininkiniai 
elementai, kurie dabar jau visiškai išstūmė radiolempas iš skai- 
čiavimo technikos. Si radioelektroninių elementų savybė ir уга 
pagrindinė priežastis, dėl kurios būtent dvejetainę skaičiavimo 
sistemą patogiausia vartoti skaičiavimo mašinose. 

Pradiniai uždavinio duomenys paprastai pateikiami dešimtai- 
nėje sistemoje. Taigi, kad mašina, dirbanti dvejetainėje sistemoje, 
galėtų juos apdoroti, reikia duomenis pervesti į dvejetainę siste- 
mą, „suprantamą“ mašinos aritmetiniam įrenginiui. Tai atlieka- 
ma automatiškai. Mašinos skaičiavimo rezultatai irgi automatiš- 
kai pervedami į dešimtainę sistemą. 

Dažnai skaičiavimo mašinose, kaip tarpinė skaičių užrašymo 
forma, vartojama mišri dvejetainė-dešimtainė sistema. Iš pradžių 
skaičius užrašomas dešimtainėje sistemoje, po to kiekvienas skait- 
muo — dvejetainėje sistemoje. Taigi dvejetainėje-dešimtainėje sis- 
temoje kiekvienas skaičius užrašomas keliomis vienetų ir nulių 
grupėmis. Pavyzdžiui, skaičius 2593 dvejetainėje-dešimtainėje sis- 
temoje užrašomas šitaip: 


0010 0101 1001 0011. 
Dvejetainė šio skaičiaus išraiška būtų tokia: 
10100010001. 


Kaipgi atliekamos aritmetinės operacijos skaičiavimo mašino- 
se, veikiančiose dvejetainés sistemos pagrindu? Pagrindinė opera- 
cija, kurią reikia išnagrinėti, — tai sudėtis, nes daugyba — tai dau- 
giakartė sudėtis, atimtis — tai teigiamojo ir neigiamojo skaičiaus 
sudėtis, o dalyba — pakartotinė atimtis. Daugiaženklių skaičių su- 
dėtis pakeičiama vienaženklių skaičių sudėtimi. 

Dviejų dvejetainių skaičių sudėtį atskiruose skyriuose galima 
aprašyti šitaip*. Sakykim, a — pirmojo dėmens tam tikro skyriaus 
skaitmuo; 6 — antrojo demens to paties skyriaus skaitmuo; с — 
skaitmuo, kurį reikia perkelti iš žemesniojo skyriaus (kur sudėtis 
įau atlikta). Sudėti tam tikrame skyriuje — tai reiškia nurodyti, 
koks skaitmuo (suma) turi būti užrašytas šiame skyriuje ir ką rei- 
kia perkelti į aukštesnįjį skyrių. Skaitmenį, kurį turime užrašyti 
šiame skyriuje, pažymėsime raide s, o skaitmenį, kurį reikia per- 

* Turima omeny įprasta aritmetinė sudėtis, o ne ta sudėtis paskyriui, apie 


kurią buvo kalbėta 11 paragrafe, Sifruojant tekstą. Beje, ir toji sudėtis yra 
svarbi skaičiavimo mašinų darbe. 
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kelti į aukštesnįjį skyrių, pažymėsime raide /. Kiekvienas iš dydžių 
а, b, с, в ігі gali įgyti tik dvi reikšmes — 0 іг 1. Visi galimi va- 
riantai pateikti šioje lentelėje: 


a 0 1 | 0 | 0 | 1 | 1 | 0 | 1 
b 0 0 | 1 | 0 | 1 | 0 | 1 | 1 
с 0 0 | 0 1 0 | 1 1 | 1 
5 0 | 1 1 | 1 0 | 0 | 0 1 | 
t | 0 | 0 | 0 | 0 | 1 | 1 | 1 | 1 


Vadinasi, kad skaičiavimo mašina galėtų sudėti du skaičius, 
užrašytus dvejetainėje sistemoje, joje turi būti įtaisas, skirtas kiek- 
vieno skyriaus skaitmenims sudėti. Tame įtaise turi būti trys įėji- 
mai, atitinkantys dydžius a, b ir c, ir du išėjimai, atitinkantys dy- 
džius $ ir ¢. Tarkime, kad vienetas rodo, jog srovė yra įėjime arba 
išėjime, o nulis — srovės nėra, kaip paprastai esti elektroniniuose 
įtaisuose. Nagrinėjamasis įtaisas, vadinamas vienaskilčiu sumato- 
riumi, turi dirbti pagal anksčiau nurodytą lentelę, t. y. jeigu nė 
viename iš trijų įėjimų nėra srovės, tai jos neturi būti іг nė viena- 
me išėjime; jeigu srovė уга a, bet nėra b ir с jejimuose, tai srovė 
turi būti tik s išėjime ir t. t. Įtaisą, dirbantį pagal tokią schemą, 
nesunku sukonstruoti iš puslaidininkinių elementų. 


14. APIE VIENĄ NEPAPRASTĄ TREJETAINĖS 
SISTEMOS SAVYBĘ 


Konstruojant skaičiavimo mašiną, atsižvelgiama į vienos ar 
kitos skaičiavimo sistemos aritmetinių operacijų paprastumą, taip 
pat ir į sistemos ekonomiškumą. Čia turima omeny atsarga skai- 
čių, kuriuos galima užrašyti tam tikru kiekiu ženklų. СЗ 

Paaiškinsime tai pavyzdžiu. Norint dešimtainėje sistemoje už- 
rašyti 1000 skaičių (nuo 0 iki 999), reikia 30 ženklų (po 10 skait- 
menų kiekvienam skyriui). O dvejetainėje sistemoje, turint 30 
ženklų, galima užrašyti 2!5 įvairių skaičių (nes kiekvienam dve- 
jetainės sistemos skyriui reikia tik dviejų skaitmenų O ir 1, o trimis 
dešimtimis skaitmenų galima užrašyti skaičius, turinčius 19 sky- 
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гу). 2157> 1000, todėl, turint 15 dvejetainių skyrių, galima užra- 
šyti daugiau įvairių skaičių, negu turint tris dešimtainius. Taigi 
dvejetainė sistema ekonomiškesnė už dešimtainę. 

Kuri skaičiavimo sistema ekonomiškiausia? Kad atsakytume 
į šį klausimą, išnagrinėkime konkretų uždavinį. Tarkime, kad tu- 
rime 60 ženklų. Suskirstę juos į 30 grupių po 2 elementus kiekvie- 
noje, dvejetainėje sistemoje galime užrašyti bet kokį skaičių, tu- 
rinti ne daugiau Кар 30 dvejetainių skyrių, t. y. iš viso galime 
užrašyti 230 skaičių. Tuos pačius 60 ženklų suskirstę į 20 grupių 
po 3 elementus, galime užrašyti 320 įvairių skaičių trejetainėje 
sistemoje. Tuos 60 ženklų suskirstę į 15 grupių po 4 elementus, 
galime užrašyti 415 skaičių ir t. t. Dešimtainėje sistemoje (t. y. 
visus ženklus suskirstę į 6 grupės po 10 elementų kiekvienoje) ga- 
lime užrašyti 109 skaičių, o šešiasdešimtainėje (babilonietiškoje) 
sistemoje 60 ženklų galime užrašyti tik 60 skaičių. Kuri iš tų 
sistemų ekonomiškiausia, t. y. kurioje sistemoje 60 ženklų galima 
užrašyti daugiausia skaičių? Kitaip sakant, kuris iš skaičių 


29 30 415 512 69 108, 125, 15, 203, 302, 60 
yra didžiausias? Nesunku įsitikinti, kad 320 yra didžiausias skai- 
čius. Pirmiausia įrodysime, kad 

09399, 

Kadangi 230= (23) 10-810 о 320--- (37)'—9!0 tai įrodomąją nely- 
gybę galima perrašyti šitaip: 

810 < 910, 
Taip užrašyta ji akivaizdi. Toliau 

415 = (22915 = 230, 

Vadinasi, 

320 > 418, 

Nesunku įrodyti, kad teisingos ir šios nelygybės: 
415 > 512 > 619 > 108 > 125> 154 > 20% > 30? > 60. 


Taigi trejetainė sistema — ekonomiškiausia. Dvejetainė ir ket- 
vertainė, lygiavertės ekonomiškumo požiūriu, tačiau neprilygstan- 
čios trejetainei, ekonomiškesnės už visas kitas sistemas. 

Šiai išvadai jokios įtakos neturi tas faktas, kad pasirinkta 
60 ženklų. Šis skaičius buvo paimtas tik todėl, kad jį patogu skirs- 
tyti į grupes po 2, 3, 4 ir t. t. ženklų. 

Jeigu imsime п ženklų, o skaičiavimo sistemos pagrindu laiky- 
sime skaičių x, tai turėsime n/x skyrių ir galėsime užrašyti x" 
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skaičių. Nagrinėkime šią išraišką Кар kintamojo x funkciją, kur 
x gali būti bet koks (sveikasis, trupmeninis, iracionalusis) teigia- 
masis skaičius. Galima rasti kintamojo x reikšmę, su kuria funk- 
cija pasiekia maksimumą. Toji reikšmė lygi е — iracionaliajam 
skaičiui, kuris yra natūrinio logaritmo pagrindas. Skaičius e uži- 
ma svarbią vietą aukštojoje matematikoje*. 

Skaičius e apytiksliai lygus 2,718281828459045... 

Skaičiui e artimiausias sveikasis skaičius yra 3. Jis yra eko- 
nomiškiausios skaičiavimo sistemos pagrindas. 

Funkcijos y=—x*/* grafikas pavaizduotas 3 paveiksle. (Ašių 
x ir y masteliai skirtingi.) 

Skaičiavimo sistemos eko- 
nomiškumas — svarbi savybė, 
į kurią atsižvelgiama konst- 
ruojant skaičiavimo mašinas. 
Nors ir iškyla konstruktyvių 
sunkumų taikant trejetainę 
sistemą skaičiavimo mašino- 
se (reikia naudotis elemen- 
tais, kurių kiekvienas gali 
rastis ne dviejose, о trijose 
pastoviose būsenose), bet yra 
pagamintų mašinų, dirbančių 
trejetainėje sistemoje. 


3 pav. 


15. APIE BEGALINES TRUPMENAS 


Iki šiol kalbėjome apie sveikuosius skaičius. Nuo sveikųjų skai- 
čių dešimtainės išraiškos nesunku pereiti prie dešimtainių trup- 
menų. Reikia imti skaičiaus 10 teigiamuosius (t. y. 1, 10, 100 ir 


* Pateiksime skaitytojui, susipažinusiam su diferencialinio skaičiavimo 
pradmenimis, šiuos apskaičiavimus. Kad funkcija y(x) taške хо pasiektų mak- 
simuma, jos išvestinė turi būti lygi nuliui tame taške, Šiuo atveju у(х)= 
=x?/*. Tos funkcijos išvestinė lygi 


dy _ Rn Ix T я/х-1.-- )х-2 2. 
= x Inx+— x = nx" (1-Inx). 


Prilyginę ją nuliui, gauname 
шх=Ё t.y. x=e. 
Kadangi į kairę nuo taško х==е išvestinė dy/dx yra teigiama, о į dešinę — 


neigiama, tai pagal žinomas diferencialinio skaičiavimo teoremas funkcija šiame 
taške iš tikrųjų pasiekia maksimumą. 
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t. t.) bei neigiamuosius (107, 10-2 ir t. t.) laipsnius ir sudaryti 
jų kombinacijas. Pavyzdžiui, išraiška 23,581 reiškia 


2-101+3.109+5.10-1+8.10-2+1-10-3. 


Įvairius skaičius patogu vaizduoti tiesės taškais. Imkime kokią 
nors tiesę, pasirinkime joje tam tikrą tašką O (atskaitos pradžią), 
teigiamąją kryptį (į dešinę) ir mastelio vienetą — atkarpą ОА 
(4 pav.). Tarsime, kad taškas O atitinka nulį, o taškas A — vie- 
netą. Atidéje nuo taško O į dešinę 2, 3 ir t. t. kartus atkarpą OA, 
gausime taškus, atitinkančius skaičius 2, 3 ir t. t. Taip galima pa- 
vaizduoti tiesėje visus sveikuosius skaičius. Norint pavaizduoti 
dešimtąsias, šimtąsias ir t. t. skaičiaus dalis, reikia atkarpą OA 
padalyti į dešimt, šimtą ir t. t. dalių ir vartoti šiuos žymiai smu!- 
kesnius ilgio vienetus. Taip galima pažymėti tiesėje taškus, ati- 
tinkančius visus galimus skaičius 


42,4ұ-і...414,,.0,0,...,, 


t. у. visas galimas deSimtaines trupmenas. Tačiau visų tiesės taš- 
kų neužimsime. Pavyzdžiui, jeigu tiesėje nuo taško O atidėsime 
atkarpą, lygią įstrižainei kvadrato, kurio kraštinė yra 1, tai atkar- 
а galas nepaklius | skai- 
ių taškų, atitinkančių de- 


Simtaines trupmenas, nes ( 
kvadrato kraštinė ir jo įs- 0 10 Г. 
trižainė — nebendramatės. 4 pav. 


Norint kiekvienam tie- 
sės taškui priskirti tam tikrą skaičių, baigtinių trupmenų nebepa- 
Капка — reikia kurti begalines deSimtaines trupmenas. Paaiškin- 
sim šį teiginį. 

Kad kiekvienam tiesės taškui būtų galima priskirti kokią nors 
(begalinę) dešimtainę trupmeną, reikia patogumo dėlei imti ne 
visą tiesę, bet tik jos dalį, būtent, atkarpą OA, kuri yra mastelio 
vienetas. Sakykim, х — koks nors tos atkarpos taškas. Padalyki- 
те ОА į 10 lygių dalių ir sunumeruokime jas nuo 0 iki 9. Atkarpą, 
kurioje yra taškas x, pažymėkime 6,. Ма mažą atkarpą vėl рада- 
lykime į 10 dalių ir sunumeruokime jas nuo 0 iki 9, о atkarpėlę, 
kurioje yra taškas x, pažymėkime 62. Ją vėl padalykime į 10 dalių 
ir tą dalį, kurioje уга x, pazymekime b; ir t. t. Dalijimo procesą ne- 
ribotai teskime. Gausime skaitmenų seką В), bo, ..., On, ..., kurią už- 
rašysime 

0,5,.5....6,„... 


т vadinsime begaline dešimtaine trupmena, atitinkančia tašką x. 
Paėmę п ženklų po kablelio, gausime įprastą (baigtinę) dešimtainę 


33 


trupmeną 0, b,b;...b„, пизакап Та taško x vietą tiesėje ne tiksliai, 
bet apytiksliai (pagrindinės atkarpos 1/10" dalies tikslumu). 

Kiekvienam tiesės taškui priskyrėme begalinę dešimtainę trup- 
meną. Nesunku pastebėti, kad dėl to neišvengiamai atsiranda tam 
tikras neapibrėžtumas. Būtent, padaliję atkarpą ОА į 10 dalių, im- 
kime ir aptarkime, pavyzdžiui, tašką, esantį tarp pirmosios ir ant- 
rosios dalies. Šį tašką galime priskirti tiek pirmajai daliai (jos 
numeris 0), tiek antrajai (jos numeris 1). Pirmuoju atveju, nuo- 
sekliai dalydami atkarpą, pastebėsime, kad pasirinktasis taškas 
kaskart yra paskutinėje dešiniojoje dalijamosios (t. y. 9-osios) at- 
karpos dalyje. Taigi gausime begalinę trupmeną 0,0999..., atitin- 
kančią pasirinktąjį tašką. Antruoju atveju, nuosekliai dalydami 
atkarpą, pastebėsime, kad šis taškas kaskart patenka į tą dalį, 
kurios numeris 0, t. y. gausime trupmeną 0,1000... 

Vadinasi, patį tašką atitinka dvi begalinės trupmenos. Tas pats 
bus ir su bet kuriuo kitu dviejų atkarpos dalių ribiniu tašku. Pa- 
vyzdžiui, trupmenos 


0,125000... ir 0,124999... 


tiesėje vaizduojamos vienu ir tuo pačiu tašku. 

Šio neapibrėžtumo galima išvengti sutarus bet kurį ribinį taš- 
ką priskirti arba tik dešiniajai, arba tik kairiajai atkarpai. Kitaip 
sakant, galima atmesti visas trupmenas su „begalinėm uodegom“ 
vien iš nulių arba vien iš devyniukių. 

Esant tokiai sąlygai, kiekvienam atkarpos taškui x galima pri- 
skirti vienintelę apibrėžtą begalinę dešimtainę trupmeną. Be to, du 
skirtingus taškus atitiks dvi skirtingos trupmenos. 

Norint fiksuoti taško padėtį tiesėje, nebūtina atkarpą ir kiek- 
vieną smulkesnę jos dalį dalyti būtent į 10 dalių. Vietoj dešimties 
galima imti bet kurį kitą skaičių, pavyzdžiui, dvejetą, t. y. kaskart 
dalyti atkarpą pusiau, priskiriant vienai iš tų pusių numerį 0, o 
kitai 1, ir pasirinkti tą pusę, kurioje yra pasirinktasis taškas. Tuo- 
met kiekvieną tašką atitiktų seka bı, bo, ... Dn, .., sudaryta tik iš 
nulių ir vienetų. Tą seką galime užrašyti šitaip: 


(0, 5:6....5,...) 


ir pavadinti begaline dvejetainė trupmena. Раете п Zenkly po 
kablelio, gausime baigtine dvejetaine trupmeną 

(0, Б, bz. . „ba 
t. у. skaičių 


1 t 1 
6..5 + ба zte += қ 
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„nusakantį pasirinktojo taško padėtį pagrindinės atkarpos 1/2"-osios 
dalies tikslumu. 

Begalinėmis dešimtainėmis trupmenomis galima pavaizduoti 
visus tiesės taškus. Remiantis tomis trupmenomis, kuriama rea- 
liųjų skaičių teorija, kuri yra daugelio aukštosios matematikos 
skyrių pamatas. Taip pat sėkmingai galima naudotis ir bet kurio- 
mis kitomis (pavyzdžiui, dvejetainėmis, trejetainėmis ir kt.) be- 
galinėmis trupmenomis. 

Pabaigoje išnagrinėsime šitokį uždavinį. 


5 pav. 


Vėl imkime atkarpą OA, padalykime ją į tris lygias dalis ir 
atmeskime vidurinę dalį (laikykime, kad dalijimo taškai yra vidu- 
rinėje dalyje, t. y. taip pat atmetami; 5 pav.). Toliau kiekvieną iš 
likusių dviejų dalių vėl dalykime į tris lygias dalis ir vidurines 
dalis vėl atmeskime. Liks keturios nedidelės atkarpėlės, kurių vi- 
durines dalis vėl atmeskime. $ procesą neribotai teskime toliau. 
Kiek atkarpos ОА taškų liks neatmesta? 

Iš pirmo“ žvilgsnio gali atrodyti, kad taip „švarinant“ liks tik 
kraštiniai taškai O ir A. Šią išvadą, atrodytų, galima patvirtinti 
tokiais samprotavimais. Raskime visų atmestų atkarpų ilgių sumą. 
(Priminsime, kad atkarpos OA ilgis lygus 1.) Pirmą kartą atme- 
tėm 1/3 ilgio atkarpą, antrą kartą — dvi atkarpas po 1/9, trečią 
kartą — keturias atkarpas po 1/27 ir t. t. Visų atmestųjų atkarpų 
ilgių suma lygi | 

1 2,4 


3 + 9 “Р 57+ TF 

Та! —be galo mažėjanti geometrinė progresija, kurios pirmasis 
narys 1/3, o vardiklis 2/3. Pagal žinomą formulę šios progresijos 
suma lygi 


1/3 


1-283 = 1. 
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Taigi atmestųjų atkarpų Пещ suma tiksliai lygi pradinės at- 
karpos ОА ilgiui. Ir vis dėlto taip dalijant atkarpą, be taškų O ir 
A, lieka dar be galo daug neatmestų taškų. Kad tuo įsitikintume, 
padarykime štai ką. 

Kiekvienam atkarpos OA taškui priskirkime begalinę trupmeną, 
užrašytą trejetainėje sistemoje. Kiekviena trupmena bus sudaryta 
iš nulių, vienetų ir dvejetų. Atmetus vidurines dalis, liks tie taš- 
kai, kuriuos atitinka trejetainės trupmenos, neturinčios nė vieno 
vieneto (t. y. sudarytos iš nulių ir dvejetų). Ir tikrai pirmą kartą 
atmetėm vienetinės atkarpos vidurinį trečdalį, t. y. tuos taškus, 
kuriuos atitiko trejetainės trupmenos, prasidedančios vienetu. Ant- 
rą kartą, iš kiekvienos likusios dalies vėl atmesdami vidurinį treč- 
dalį, atmetėm tas trejetaines trupmenas, kurių antroje pozicijoje 
buvo vienetai, ir t. t. (Atmetéme ir tuos taškus, kuriuos atitinka 
dvi trejetainės trupmenos, jei bent viena iš jų turi vienetą. Pa- 
vyzdžiui, atkarpos OA pirmojo trečdalio pabaigą, t. y. skaičių 1/3 
galima pavaizduoti trejetaine trupmena 0,1000... arba 0,0222...; 
tokį tašką aimetėm.) 

Taigi atkarpoje OA lieka tie taškai, kuriuos atitinka trejetainės 
trupmenos, sudarytos iš nulių ir dvejetų. Tačiau tokių trupmenų 
be galo daug! Vadinasi, be galinių taškų, atkarpoje ОА liks ne- 
atmesta dar be galo daug taškų. Pavyzdžiui, liks taškas, kurį ati- 
tinka trupmena 0,020202...— skaičiaus 1/4 trejetainė išraiška. Be- 
galinė trejetainė trupmena 0,020202... yra пе kas kita, kaip geo- 
metrinės progresijos suma 


2-37%+2-3-%+2-3-%+..., 
kuri lygi 


Kad taškas 1/4 nebus išmestas, galima įsitikinti geometriškai 
samprotaujant. Šis taškas atkarpą [0; 1] dalija santykiu 1:3. At- 
metus atkarpą [1/3; 2/3], taškas 1/4 lieka pusintervalyje [0; 1/3), 
kurį jis dalija santykiu 3:1. Atmetus pusintervalio [0; 1/3) vidu- 
гїп] trečdalį, taškas 1/4 lieka intervale (2/9; 1/3), kurį jis dalija 
santykiu 3:1, ir t. t. Nė viename dalijimo etape taškas 1/4 nebus 
atmestas. 

Pasirodo, aprašytuoju būdu atmetinėjant atkarpų vidurines da- 
lis lieka be galo daug neišmestų taškų, nors ir „neužimančių vie- 
tos atkarpoje“ (atmestų atkarpų ilgių suma, kaip matėme, lygi 
vienetui). 

„Neišmestųjų“ taškų aibė turi ir kitokių įdomių savybių, bet 
dėl mažos knygelės apimties čia jų nenagrinėsime. 
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temoje. Skiriama moksleiviams, matematikos mokytojams ir visiems, besido- 
mintiems matematika bei skaičiavimo technika, 
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